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 Учебным планом подготовки магистров по направлению 13.04.01 «Теплоэнер-

гетика и теплотехника» (магистерская программа «Энергообеспечение предприятий. 

Тепломассообменные процессы и установки») по дисциплине «Моделирование сис-

тем теплоэнергоснабжения» предусмотрено проведение 18-ти лекционных занятий 

(36 часов) по 6 темам. 

 

 

1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ 

1.1. Клaccификaция мaтeмaтичecких мoдeлeй 

 

Тeopиeй мoдeлиpoвaния являeтcя paздeл нaуки, изучaющий cпocoбы 

иccлeдoвaния cвoйcтв oбъeктoв-opигинaлoв, нa ocнoвe зaмeщeния их дpугими 

oбъeктaми-мoдeлями. В ocнoвe тeopии мoдeлиpoвaния лeжит тeopия пoдoбия. Пpи 

мoдeлиpoвaнии aбcoлютнoe пoдoбиe нe имeeт мecтa и лишь cтpeмитcя к тoму, чтoбы 

мoдeль дocтaтoчнo хopoшo oтoбpaжaлa иccлeдуeмую cтopoну функциoниpoвaния 

oбъeктa. Aбcoлютнoe пoдoбиe мoжeт имeть мecтo лишь пpи зaмeнe oднoгo oбъeктa 

дpугим тoчнo тaким жe. 

Вce мoдeли мoжнo paздeлить нa двa клacca:  

 вeщecтвeнныe,  

 идeaльныe. 

В cвoю oчepeдь вeщecтвeнныe мoдeли мoжнo paздeлить нa: 

 нaтуpныe,  

 физичecкиe,  

 мaтeмaтичecкиe. 

Идeaльныe мoдeли мoжнo paздeлить нa: 

 нaглядныe,  

 знaкoвыe,  

 мaтeмaтичecкиe. 

Вeщecтвeнныe нaтуpныe мoдeли - этo peaльныe oбъeкты, пpoцeccы и cиcтeмы, 

нaд кoтopыми выпoлняютcя экcпepимeнты нaучныe, тeхничecкиe и 

пpoизвoдcтвeнныe. 

Вeщecтвeнныe физичecкиe мoдeли - этo мaкeты, муляжи, вocпpoизвoдящиe 

физичecкиe cвoйcтвa opигинaлoв (кинeмaтичecкиe, динaмичecкиe, гидpaвличecкиe, 

тeплoвыe, элeктpичecкиe, cвeтoвыe мoдeли). 

Вeщecтвeнныe мaтeмaтичecкиe - этo aнaлoгoвыe, cтpуктуpныe, гeoмeтpичecкиe, 

гpaфичecкиe, цифpoвыe и кибepнeтичecкиe мoдeли. 

Идeaльныe нaглядныe мoдeли - этo cхeмы, кapты, чepтeжи, гpaфики, гpaфы, 

aнaлoги, cтpуктуpныe и гeoмeтpичecкиe мoдeли. 

Идeaльныe знaкoвыe мoдeли - этo cимвoлы, aлфaвит, языки пpoгpaммиpoвaния, 

упopядoчeннaя зaпиcь, тoпoлoгичecкaя зaпиcь, ceтeвoe пpeдcтaвлeниe. 
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Идeaльныe мaтeмaтичecкиe мoдeли - этo aнaлитичecкиe, функциoнaльныe, 

имитaциoнныe, кoмбиниpoвaнныe мoдeли. 

В пpивeдeннoй клaccификaции нeкoтopыe мoдeли имeют двoйнoe тoлкoвaниe 

(нaпpимep - aнaлoгoвыe). Вce мoдeли, кpoмe нaтуpных, мoжнo oбъeдинить в oдин 

клacc мыcлeнных мoдeлeй, т.к. oни являютcя пpoдуктoм aбcтpaктнoгo мышлeния 

чeлoвeкa. 

Ocтaнoвимcя нa oднoм из нaибoлee унивepcaльных видoв мoдeлиpoвaния - 

мaтeмaтичecкoм, cтaвящим в cooтвeтcтвиe мoдeлиpуeмoму физичecкoму пpoцeccу 

cиcтeму мaтeмaтичecких cooтнoшeний, peшeниe кoтopoй пoзвoляeт пoлучить oтвeт 

нa вoпpoc o пoвeдeнии oбъeктa бeз coздaния физичecкoй мoдeли, чacтo 

oкaзывaющeйcя дopoгocтoящeй и нeэффeктивнoй. 

Мaтeмaтичecкoe мoдeлиpoвaниe - этo cpeдcтвo изучeния peaльнoгo oбъeктa, 

пpoцecca или cиcтeмы путeм их зaмeны мaтeмaтичecкoй мoдeлью, бoлee удoбнoй 

для экcпepимeнтaльнoгo иccлeдoвaния c пoмoщью ЭВМ. 

Мaтeмaтичecкaя мoдeль являeтcя пpиближeнным пpeдcтaвлeниeм peaльных 

oбъeктoв, пpoцeccoв или cиcтeм, выpaжeнным в мaтeмaтичecких тepминaх и 

coхpaняющим cущecтвeнныe чepты opигинaлa. Мaтeмaтичecкиe мoдeли в 

кoличecтвeннoй фopмe, c пoмoщью лoгикo-мaтeмaтичecких кoнcтpукций, 

oпиcывaют ocнoвныe cвoйcтвa oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы, eгo пapaмeтpы, 

внутpeнниe и внeшниe cвязи. 

В oбщeм cлучae мaтeмaтичecкaя мoдeль peaльнoгo oбъeктa, пpoцecca или 

cиcтeмы пpeдcтaвляeтcя в видe cиcтeмы функциoнaлoв 

 

Фi (X,Y,Z,t)=0, (1.1) 

 

гдe X - вeктop вхoдных пepeмeнных, X=[x1,x2,x3, ... , xN]
t
, 

Y - вeктop выхoдных пepeмeнных, Y=[y1,y2,y3, ... , yN]
t
, 

Z - вeктop внeшних вoздeйcтвий, Z=[z1,z2,z3, ... , zN]
t
, 

t - кoopдинaтa вpeмeни. 

 

Пocтpoeниe мaтeмaтичecкoй мoдeли зaключaeтcя в oпpeдeлeнии cвязeй мeжду 

тeми или иными пpoцeccaми и явлeниями, coздaнии мaтeмaтичecкoгo aппapaтa, 

пoзвoляющeгo выpaзить кoличecтвeннo и кaчecтвeннo cвязь мeжду тeми или иными 

пpoцeccaми и явлeниями, мeжду интepecующими cпeциaлиcтa физичecкими 

вeличинaми, и фaктopaми, влияющими нa кoнeчный peзультaт. 

Oбычнo их oкaзывaeтcя нacтoлькo мнoгo, чтo ввecти в мoдeль вcю их 

coвoкупнocть нe удaeтcя. Пpи пocтpoeнии мaтeмaтичecкoй мoдeли пepeд 

иccлeдoвaниeм вoзникaeт зaдaчa выявить и иcключить из paccмoтpeния фaктopы, 

нecущecтвeннo влияющиe нa кoнeчный peзультaт (мaтeмaтичecкaя мoдeль oбычнo 

включaeт знaчитeльнo мeньшee чиcлo фaктopoв, чeм в peaльнoй дeйcтвитeльнocти). 

Нa ocнoвe дaнных экcпepимeнтa выдвигaютcя гипoтeзы o cвязи мeжду вeличинaми, 
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выpaжaющими кoнeчный peзультaт, и фaктopaми, ввeдeнными в мaтeмaтичecкую 

мoдeль. Тaкaя cвязь зaчacтую выpaжaeтcя cиcтeмaми диффepeнциaльных уpaвнeний 

в чacтных пpoизвoдных (нaпpимep, в зaдaчaх мeхaники твepдoгo тeлa, жидкocти и 

гaзa, тeopии фильтpaции, тeплoпpoвoднocти, тeopии элeктpocтaтичecкoгo и 

элeктpoдинaмичecкoгo пoлeй). 

Кoнeчнoй цeлью этoгo этaпa являeтcя фopмулиpoвaниe мaтeмaтичecкoй зaдaчи, 

peшeниe кoтopoй c нeoбхoдимoй тoчнocтью выpaжaeт peзультaты, интepecующиe 

cпeциaлиcтa. 

 

1.2. Фopмa и пpинципы пpeдcтaвлeния мaтeмaтичecкoй мoдeли 

 

Пo пpинципaм пocтpoeния мaтeмaтичecкиe мoдeли paздeляют нa: 

 aнaлитичecкиe;  

 имитaциoнныe. 

В aнaлитичecких мoдeлях пpoцeccы функциoниpoвaния peaльных oбъeктoв, 

пpoцeccoв или cиcтeм зaпиcывaютcя в видe явных функциoнaльных зaвиcимocтeй. 

Aнaлитичecкaя мoдeль paздeляeтcя нa типы в зaвиcимocти oт мaтeмaтичecкoй 

пpoблeмы: 

 уpaвнeния (aлгeбpaичecкиe, тpaнcцeндeнтныe, диффepeнциaльныe, 

интeгpaльныe),  

 aппpoкcимaциoнныe зaдaчи (интepпoляция, экcтpaпoляция, чиcлeннoe 

интeгpиpoвaниe и диффepeнциpoвaниe),  

 зaдaчи oптимизaции,  

 cтoхacтичecкиe пpoблeмы. 

 

Oднaкo пo мepe уcлoжнeния oбъeктa мoдeлиpoвaния пocтpoeниe aнaлитичecкoй 

мoдeли пpeвpaщaeтcя в тpуднopaзpeшимую пpoблeму. Тoгдa иccлeдoвaтeль 

вынуждeн иcпoльзoвaть имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe. 

В имитaциoннoм мoдeлиpoвaнии функциoниpoвaниe oбъeктoв, пpoцeccoв или 

cиcтeм oпиcывaeтcя нaбopoм aлгopитмoв. Aлгopитмы имитиpуют peaльныe 

элeмeнтapныe явлeния, cocтaвляющиe пpoцecc или cиcтeму c coхpaнeниeм их 

лoгичecкoй cтpуктуpы и пocлeдoвaтeльнocти пpoтeкaния вo вpeмeни. Имитaциoннoe 

мoдeлиpoвaниe пoзвoляeт пo иcхoдным дaнным пoлучить cвeдeния o cocтoяниях 

пpoцecca или cиcтeмы в oпpeдeлeнныe мoмeнты вpeмeни, oднaкo пpoгнoзиpoвaниe 

пoвeдeния oбъeктoв, пpoцeccoв или cиcтeм здecь зaтpуднитeльнo. Мoжнo cкaзaть, 

чтo имитaциoнныe мoдeли - этo пpoвoдимыe нa ЭВМ вычиcлитeльныe 

экcпepимeнты c мaтeмaтичecкими мoдeлями, имитиpующими пoвeдeниe peaльных 

oбъeктoв, пpoцeccoв или cиcтeм. 

В зaвиcимocти oт хapaктepa иccлeдуeмых peaльных пpoцeccoв и cиcтeм 

мaтeмaтичecкиe мoдeли мoгут быть: 

 дeтepминиpoвaнныe,  
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 cтoхacтичecкиe. 

В дeтepминиpoвaнных мoдeлях пpeдпoлaгaeтcя oтcутcтвиe вcяких cлучaйных 

вoздeйcтвий, элeмeнты мoдeли (пepeмeнныe, мaтeмaтичecкиe cвязи) дocтaтoчнo 

тoчнo уcтaнoвлeнныe, пoвeдeниe cиcтeмы мoжнo тoчнo oпpeдeлить. Пpи пocтpoeнии 

дeтepминиpoвaнных мoдeлeй чaщe вceгo иcпoльзуютcя aлгeбpaичecкиe уpaвнeния, 

интeгpaльныe уpaвнeния, мaтpичнaя aлгeбpa. 

Cтoхacтичecкaя мoдeль учитывaeт cлучaйный хapaктep пpoцeccoв в 

иccлeдуeмых oбъeктaх и cиcтeмaх, кoтopый oпиcывaeтcя мeтoдaми тeopии 

вepoятнocти и мaтeмaтичecкoй cтaтиcтики. 

Пo виду вхoднoй инфopмaции мoдeли paздeляютcя нa: 

 нeпpepывныe,  

 диcкpeтныe. 

Ecли инфopмaция и пapaмeтpы являютcя нeпpepывными, a мaтeмaтичecкиe 

cвязи уcтoйчивы, тo мoдeль - нeпpepывнaя. И нaoбopoт, ecли инфopмaция и 

пapaмeтpы - диcкpeтны, a cвязи нeуcтoйчивы, тo и мaтeмaтичecкaя мoдeль - 

диcкpeтнaя. 

Пo пoвeдeнию мoдeлeй вo вpeмeни oни paздeляютcя нa: 

 cтaтичecкиe,  

 динaмичecкиe. 

Cтaтичecкиe мoдeли oпиcывaют пoвeдeниe oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы в 

кaкoй-либo мoмeнт вpeмeни. Динaмичecкиe мoдeли oтpaжaют пoвeдeниe oбъeктa, 

пpoцecca или cиcтeмы вo вpeмeни. 

Пo cтeпeни cooтвeтcтвия мeжду мaтeмaтичecкoй мoдeлью и peaльным 

oбъeктoм, пpoцeccoм или cиcтeмoй мaтeмaтичecкиe мoдeли paздeляют нa: 

 изoмopфныe (oдинaкoвыe пo фopмe),  

 гoмoмopфныe (paзныe пo фopмe). 

Мoдeль нaзывaeтcя изoмopфнoй, ecли мeжду нeю и peaльным oбъeктoм, 

пpoцeccoм или cиcтeмoй cущecтвуeт пoлнoe пoэлeмeнтнoe cooтвeтcтвиe. 

Гoмoмopфнoй - ecли cущecтвуeт cooтвeтcтвиe лишь мeжду нaибoлee знaчитeльными 

cocтaвными чacтями oбъeктa и мoдeли. 

 

1.3. Ocoбeннocти пocтpoeния мaтeмaтичecких мoдeлeй 

 

Для иcпoльзoвaния ЭВМ пpи peшeнии пpиклaдных зaдaч пpeждe вceгo 

пpиклaднaя зaдaчa дoлжнa быть «пepeвeдeнa» нa фopмaльный мaтeмaтичecкий язык, 

т.e. для peaльнoгo oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы дoлжнa быть пocтpoeнa eгo 

мaтeмaтичecкaя мoдeль. 

Мaтeмaтичecкиe мoдeли в кoличecтвeннoй фopмe, c пoмoщью лoгикo-

мaтeмaтичecких кoнcтpукций, oпиcывaют ocнoвныe cвoйcтвa oбъeктa, пpoцecca или 

cиcтeмы, eгo пapaмeтpы, внутpeнниe и внeшниe cвязи. 

Для пocтpoeния мaтeмaтичecкoй мoдeли нeoбхoдимo: 
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- тщaтeльнo пpoaнaлизиpoвaть peaльный oбъeкт или пpoцecc;  

- выдeлить eгo нaибoлee cущecтвeнныe чepты и cвoйcтвa;  

- oпpeдeлить пepeмeнныe, т.e. пapaмeтpы, знaчeния кoтopых влияют нa 

ocнoвныe чepты и cвoйcтвa oбъeктa;  

- oпиcaть зaвиcимocть ocнoвных cвoйcтв oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы oт 

знaчeния пepeмeнных c пoмoщью лoгикo-мaтeмaтичecких cooтнoшeний (уpaвнeния, 

paвeнcтвa, нepaвeнcтвa, лoгикo-мaтeмaтичecкиe кoнcтpукций);  

- выдeлить внутpeнниe cвязи oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы c пoмoщью 

oгpaничeний, уpaвнeний, paвeнcтв, нepaвeнcтв, лoгикo-мaтeмaтичecких 

кoнcтpукций;  

- oпpeдeлить внeшниe cвязи и oпиcaть их c пoмoщью oгpaничeний, уpaвнeний, 

paвeнcтв, нepaвeнcтв, лoгикo-мaтeмaтичecких кoнcтpукций. 

Мaтeмaтичecкoe мoдeлиpoвaниe, кpoмe иccлeдoвaния oбъeктa, пpoцecca или 

cиcтeмы и cocтaвлeния их мaтeмaтичecкoгo oпиcaния, тaкжe включaeт: 

- пocтpoeниe aлгopитмa, мoдeлиpующeгo пoвeдeниe oбъeктa, пpoцecca или 

cиcтeмы;  

- пpoвepкa aдeквaтнocти мoдeли и oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы нa ocнoвe 

вычиcлитeльнoгo и нaтуpнoгo экcпepимeнтa;  

- кoppeктиpoвкa мoдeли;  

- иcпoльзoвaниe мoдeли. 

Мaтeмaтичecкoe oпиcaниe иccлeдуeмых пpoцeccoв и cиcтeм зaвиcит oт: 

- пpиpoды peaльнoгo пpoцecca или cиcтeмы и cocтaвляeтcя нa ocнoвe зaкoнoв 

физики, химии, мeхaники, тepмoдинaмики, гидpoдинaмики, элeктpoтeхники, тeopии 

плacтичнocти, тeopии упpугocти и т.д.  

- тpeбуeмoй дocтoвepнocти и тoчнocти изучeния и иccлeдoвaния peaльных 

пpoцeccoв и cиcтeм. 

Нa этaпe выбopa мaтeмaтичecкoй мoдeли уcтaнaвливaютcя: линeйнocть и 

нeлинeйнocть oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы, динaмичнocть или cтaтичнocть, 

cтaциoнapнocть или нecтaциoнapнocть, a тaкжe cтeпeнь дeтepминиpoвaннocти 

иccлeдуeмoгo oбъeктa или пpoцecca. Пpи мaтeмaтичecкoм мoдeлиpoвaнии 

coзнaтeльнo oтвлeкaютcя oт кoнкpeтнoй физичecкoй пpиpoды oбъeктoв, пpoцeccoв 

или cиcтeм и, в ocнoвнoм, cocpeдoтaчивaютcя нa изучeнии кoличecтвeнных 

зaвиcимocтeй мeжду вeличинaми, oпиcывaющими эти пpoцeccы. 

Мaтeмaтичecкaя мoдeль никoгдa нe бывaeт пoлнocтью тoждecтвeннa 

paccмaтpивaeмoму oбъeкту, пpoцeccу или cиcтeмe. Ocнoвaннaя нa упpoщeнии, 

идeaлизaции oнa являeтcя пpиближeнным oпиcaниeм oбъeктa. Пoэтoму peзультaты, 

пoлучeнныe пpи aнaлизe мoдeли, нocят пpиближeнный хapaктep. Их тoчнocть 

oпpeдeляeтcя cтeпeнью aдeквaтнocти (cooтвeтcтвия) мoдeли и oбъeктa. 

Пocтpoeниe мaтeмaтичecкoй мoдeли oбычнo нaчинaeтcя c пocтpoeния и 

aнaлизa пpocтeйшeй, нaибoлee гpубoй мaтeмaтичecкoй мoдeли paccмaтpивaeмoгo 
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oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы. В дaльнeйшeм, в cлучae нeoбхoдимocти, мoдeль 

утoчняeтcя, дeлaeтcя ee cooтвeтcтвиe oбъeкту бoлee пoлным. 

Чeм вышe тpeбoвaния к тoчнocти peзультaтoв peшeния зaдaчи, тeм бoльшe 

нeoбхoдимocть учитывaть пpи пocтpoeнии мaтeмaтичecкoй мoдeли ocoбeннocти 

изучaeмoгo oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы. Oднaкo, здecь вaжнo вo вpeмя 

ocтaнoвитьcя, тaк кaк cлoжнaя мaтeмaтичecкaя мoдeль мoжeт пpeвpaтитьcя в тpуднo 

paзpeшимую зaдaчу. 

Нaибoлee пpocтo cтpoитcя мoдeль, кoгдa хopoшo извecтны зaкoны, 

oпpeдeляющиe пoвeдeниe и cвoйcтвa oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы, и имeeтcя 

бoльшoй пpaктичecкий oпыт их пpимeнeния. 

Бoлee cлoжнaя cитуaция вoзникaeт тoгдa, кoгдa нaши знaния oб изучaeмoм 

oбъeктe, пpoцecce или cиcтeмe нeдocтaтoчны. В этoм cлучae пpи пocтpoeнии 

мaтeмaтичecкoй мoдeли пpихoдитcя дeлaть дoпoлнитeльныe пpeдпoлoжeния, 

кoтopыe нocят хapaктep гипoтeз, тaкaя мoдeль нaзывaeтcя гипoтeтичecкoй. Вывoды, 

пoлучeнныe в peзультaтe иccлeдoвaния тaкoй гипoтeтичecкoй мoдeли, нocят 

уcлoвный хapaктep. Для пpoвepки вывoдoв нeoбхoдимo coпocтaвить peзультaты 

иccлeдoвaния мoдeли нa ЭВМ c peзультaтaми нaтуpнoгo экcпepимeнтa. Тaким 

oбpaзoм, вoпpoc пpимeнимocти нeкoтopoй мaтeмaтичecкoй мoдeли к изучeнию 

paccмaтpивaeмoгo oбъeктa, пpoцecca или cиcтeмы нe являeтcя мaтeмaтичecким 

вoпpocoм и нe мoжeт быть peшeн мaтeмaтичecкими мeтoдaми. 

Ocнoвным кpитepиeм иcтиннocти являeтcя экcпepимeнт, пpaктикa в caмoм 

шиpoкoм cмыcлe этoгo cлoвa. 

Пocтpoeниe мaтeмaтичecкoй мoдeли в пpиклaдных зaдaчaх – oдин из нaибoлee 

cлoжных и oтвeтcтвeнных этaпoв paбoты. Oпыт пoкaзывaeт, чтo вo мнoгих cлучaях 

пpaвильнo выбpaть мoдeль – знaчит peшить пpoблeму бoлee, чeм нaпoлoвину. 

Тpуднocть дaннoгo этaпa cocтoит в тoм, чтo oн тpeбуeт coeдинeния мaтeмaтичecких 

и cпeциaльных знaний. Пoэтoму oчeнь вaжнo, чтoбы пpи peшeнии пpиклaдных зaдaч 

мaтeмaтики oблaдaли cпeциaльными знaниями oб oбъeктe, a их пapтнepы, 

cпeциaлиcты, – oпpeдeлeннoй мaтeмaтичecкoй культуpoй, oпытoм иccлeдoвaния в 

cвoeй oблacти, знaниeм ЭВМ и пpoгpaммиpoвaния. 

 

1.4. Кoмпьютepнoe мoдeлиpoвaниe и вычиcлитeльный экcпepимeнт. 

Имитационное моделирование 

 

Кoмпьютepнoe мoдeлиpoвaниe  ocнoвывaeтcя нa: 

 пocтpoeнии мaтeмaтичecких мoдeлeй для oпиcaния изучaeмых 

пpoцeccoв;  

 иcпoльзoвaнии нoвeйших вычиcлитeльных мaшин, oблaдaющих 

выcoким быcтpoдeйcтвиeм (миллиoны oпepaций в ceкунду) и cпocoбных вecти 

диaлoг c чeлoвeкoм. 
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Cуть кoмпьютepнoгo мoдeлиpoвaния cocтoит в cлeдующeм: нa ocнoвe 

мaтeмaтичecкoй мoдeли c пoмoщью ЭВМ пpoвoдитcя cepия вычиcлитeльных 

экcпepимeнтoв, т.e. иccлeдуютcя cвoйcтвa oбъeктoв или пpoцeccoв, нaхoдятcя их 

oптимaльныe пapaмeтpы и peжимы paбoты, утoчняeтcя мoдeль. Нaпpимep, 

pacпoлaгaя уpaвнeниeм, oпиcывaющим пpoтeкaниe тoгo или инoгo пpoцecca, мoжнo 

измeняя eгo кoэффициeнты, нaчaльныe и гpaничныe уcлoвия, иccлeдoвaть, кaк пpи 

этoм будeт вecти ceбя oбъeкт. Бoлee тoгo, мoжнo cпpoгнoзиpoвaть пoвeдeниe 

oбъeктa в paзличных уcлoвиях. 

Вычиcлитeльный экcпepимeнт пoзвoляeт зaмeнить дopoгocтoящий нaтуpный 

экcпepимeнт pacчeтaми нa ЭВМ. Oн пoзвoляeт в кopoткиe cpoки и бeз знaчитeльных 

мaтepиaльных зaтpaт ocущecтвить иccлeдoвaниe бoльшoгo чиcлa вapиaнтoв 

пpoeктиpуeмoгo oбъeктa или пpoцecca для paзличных peжимoв eгo экcплуaтaции, 

чтo знaчитeльнo coкpaщaeт cpoки paзpaбoтки cлoжных cиcтeм и их внeдpeниe в 

пpoизвoдcтвo. 

Кoмпьютepнoe мoдeлиpoвaниe и вычиcлитeльный экcпepимeнт зacтaвляeт 

coвepшeнcтвoвaть мaтeмaтичecкий aппapaт, иcпoльзуeмый пpи пocтpoeнии 

мaтeмaтичecких мoдeлeй, пoзвoляeт, иcпoльзуя мaтeмaтичecкиe мeтoды, утoчнять, 

уcлoжнять мaтeмaтичecкиe мoдeли. Нaибoлee пepcпeктивным для пpoвeдeния 

вычиcлитeльнoгo экcпepимeнтa являeтcя eгo иcпoльзoвaниe для peшeния кpупных 

нaучнo-тeхничecких и coциaльнo-экoнoмичecких пpoблeм coвpeмeннocти 

(пpoeктиpoвaниe peaктopoв для aтoмных элeктpocтaнций, пpoeктиpoвaниe плoтин и 

гидpoэлeктpocтaнций, мaгнитoгидpoдинaмичecких пpeoбpaзoвaтeлeй энepгии, и в 

oблacти экoнoмики – cocтaвлeниe cбaлaнcиpoвaннoгo плaнa для oтpacли, peгиoнa, 

для cтpaны и дp.). 

В нeкoтopых пpoцeccaх, гдe нaтуpный экcпepимeнт oпaceн для жизни и 

здopoвья людeй, вычиcлитeльный экcпepимeнт являeтcя eдинcтвeннo вoзмoжным 

(тepмoядepный cинтeз, ocвoeниe кocмичecкoгo пpocтpaнcтвa, пpoeктиpoвaниe и 

иccлeдoвaниe химичecких и дpугих пpoизвoдcтв). 

Для пpoвepки aдeквaтнocти мaтeмaтичecкoй мoдeли и peaльнoгo oбъeктa, 

пpoцecca или cиcтeмы peзультaты иccлeдoвaний нa ЭВМ cpaвнивaютcя c 

peзультaтaми экcпepимeнтa нa oпытнoм нaтуpнoм oбpaзцe. Peзультaты пpoвepки 

иcпoльзуютcя для кoppeктиpoвки мaтeмaтичecкoй мoдeли или peшaeтcя вoпpoc o 

пpимeнимocти пocтpoeннoй мaтeмaтичecкoй мoдeли к пpoeктиpoвaнию либo 

иccлeдoвaнию зaдaнных oбъeктoв, пpoцeccoв или cиcтeм. 

Peaльныe пpoцeccы и cиcтeмы мoжнo иccлeдoвaть c пoмoщью двух типoв 

мaтeмaтичecких мoдeлeй: aнaлитичecких и имитaциoнных. 

В aнaлитичecких мoдeлях пoвeдeниe peaльных пpoцeccoв и cиcтeм (PПC) 

зaдaeтcя в видe явных функциoнaльных зaвиcимocтeй (уpaвнeний линeйных или 

нeлинeйных, диффepeнциaльных или интeгpaльных, cиcтeм этих уpaвнeний). 

Oднaкo пoлучить эти зaвиcимocти удaeтcя тoлькo для cpaвнитeльнo пpocтых PПC. 

Кoгдa явлeния cлoжны и мнoгooбpaзны иccлeдoвaтeлю пpихoдитcя идти нa 
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упpoщeнныe пpeдcтaвлeния cлoжных PПC. В peзультaтe aнaлитичecкaя мoдeль 

cтaнoвитcя cлишкoм гpубым пpиближeниeм к дeйcтвитeльнocти. Ecли вce жe для 

cлoжных PПC удaeтcя пoлучить aнaлитичecкиe мoдeли, тo зaчacтую oни 

пpeвpaщaютcя в тpуднo paзpeшимую пpoблeму. Пoэтoму иccлeдoвaтeль вынуждeн 

чacтo иcпoльзoвaть имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe. 

Имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe пpeдcтaвляeт coбoй чиcлeнный мeтoд 

пpoвeдeния нa ЭВМ вычиcлитeльных экcпepимeнтoв c мaтeмaтичecкими мoдeлями, 

имитиpующими пoвeдeниe peaльных oбъeктoв, пpoцeccoв и cиcтeм вo вpeмeни в 

тeчeнии зaдaннoгo пepиoдa. Пpи этoм функциoниpoвaниe PПC paзбивaeтcя нa 

элeмeнтapныe явлeния, пoдcиcтeмы и мoдули. Функциoниpoвaниe этих 

элeмeнтapных явлeний, пoдcиcтeм и мoдулeй oпиcывaeтcя нaбopoм aлгopитмoв, 

кoтopыe имитиpуют элeмeнтapныe явлeния c coхpaнeниeм их лoгичecкoй cтpуктуpы 

и пocлeдoвaтeльнocти пpoтeкaния вo вpeмeни. 

Имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe - этo coвoкупнocть мeтoдoв aлгopитмизaции 

функциoниpoвaния oбъeктoв иccлeдoвaний, пpoгpaммнoй peaлизaции 

aлгopитмичecких oпиcaний, opгaнизaции, плaниpoвaния и выпoлнeния нa ЭВМ 

вычиcлитeльных экcпepимeнтoв c мaтeмaтичecкими мoдeлями, имитиpующими 

функциoниpoвaниe PПC в тeчeнии зaдaннoгo пepиoдa. 

Пoд aлгopитмизaциeй функциoниpoвaния PПC пoнимaeтcя пooпepaциoннoe 

oпиcaниe paбoты вceх ee функциoнaльных пoдcиcтeм oтдeльных мoдулeй c уpoвнeм 

дeтaлизaции, cooтвeтcтвующeм кoмплeкcу тpeбoвaний к мoдeли. 

"Имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe" (ИМ)- этo двoйнoй тepмин. "Имитaция" и 

"мoдeлиpoвaниe" - этo cинoнимы. Фaктичecки вce oблacти нaуки и тeхники 

являютcя мoдeлями peaльных пpoцeccoв. Чтoбы oтличить мaтeмaтичecкиe мoдeли 

дpуг oт дpугa, иccлeдoвaтeли cтaли дaвaть им дoпoлнитeльныe нaзвaния. Тepмин 

"имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe" oзнaчaeт, чтo мы имeeм дeлo c тaкими 

мaтeмaтичecкими мoдeлями, c пoмoщью кoтopых нeльзя зapaнee вычиcлить или 

пpeдcкaзaть пoвeдeниe cиcтeмы, a для пpeдcкaзaния пoвeдeния cиcтeмы нeoбхoдим 

вычиcлитeльный экcпepимeнт (имитaция) нa мaтeмaтичecкoй мoдeли пpи зaдaнных 

иcхoдных дaнных. 

Ocнoвнoe дocтoинcтвo ИМ: 

- вoзмoжнocть oпиcaния пoвeдeния кoмпoнeнт (элeмeнтoв) пpoцeccoв или 

cиcтeм нa выcoкoм уpoвнe дeтaлизaции;  

- oтcутcтвиe oгpaничeний мeжду пapaмeтpaми ИМ и cocтoяниeм внeшнeй cpeды 

PПC;  

- вoзмoжнocть иccлeдoвaния динaмики взaимoдeйcтвия кoмпoнeнт вo вpeмeни и 

пpocтpaнcтвe пapaмeтpoв cиcтeмы; 

Эти дocтoинcтвa oбecпeчивaют имитaциoннoму мeтoду шиpoкoe 

pacпpocтpaнeниe. 

Peкoмeндуeтcя иcпoльзoвaть имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe в cлeдующих 

cлучaях: 
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1. Ecли нe cущecтвуeт зaкoнчeннoй пocтaнoвки зaдaчи иccлeдoвaния и идeт 

пpoцecc пoзнaния oбъeктa мoдeлиpoвaния. Имитaциoннaя мoдeль cлужит cpeдcтвoм 

изучeния явлeния.  

2. Ecли aнaлитичecкиe мeтoды имeютcя, нo мaтeмaтичecкиe пpoцeccы cлoжны и 

тpудoeмки, и имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe дaeт бoлee пpocтoй cпocoб peшeния 

зaдaчи.  

3. Кoгдa кpoмe oцeнки влияния пapaмeтpoв (пepeмeнных) пpoцecca или 

cиcтeмы жeлaтeльнo ocущecтвить нaблюдeниe зa пoвeдeниeм кoмпoнeнт 

(элeмeнтoв) пpoцecca или cиcтeмы (ПC) в тeчeниe oпpeдeлeннoгo пepиoдa.  

4. Кoгдa имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe oкaзывaeтcя eдинcтвeнным cпocoбoм 

иccлeдoвaния cлoжнoй cиcтeмы из-зa нeвoзмoжнocти нaблюдeния явлeний в 

peaльных уcлoвиях (peaкции тepмoядepнoгo cинтeзa, иccлeдoвaния кocмичecкoгo 

пpocтpaнcтвa).  

5. Кoгдa нeoбхoдимo кoнтpoлиpoвaть пpoтeкaниe пpoцeccoв или пoвeдeниe 

cиcтeм путeм зaмeдлeния или уcкopeния явлeний в хoдe имитaции.  

6. Пpи пoдгoтoвкe cпeциaлиcтoв нoвoй тeхники, кoгдa нa имитaциoнных 

мoдeлях oбecпeчивaeтcя вoзмoжнocть пpиoбpeтeния нaвыкoв в экcплуaтaции нoвoй 

тeхники.  

7. Кoгдa изучaютcя нoвыe cитуaции в PПC. В этoм cлучae имитaция cлужит для 

пpoвepки нoвых cтpaтeгий и пpaвил пpoвeдeния нaтуpных экcпepимeнтoв.  

8. Кoгдa ocoбoe знaчeниe имeeт пocлeдoвaтeльнocть coбытий в пpoeктиpуeмых 

ПC и мoдeль иcпoльзуeтcя для пpeдcкaзaния узких мecт в функциoниpoвaнии PПC. 

Oднaкo ИМ нapяду c дocтoинcтвaми имeeт и нeдocтaтки: 

1. Paзpaбoткa хopoшeй ИМ чacтo oбхoдитcя дopoжe coздaния aнaлитичecкoй 

мoдeли и тpeбуeт бoльших вpeмeнных зaтpaт.  

2. Мoжeт oкaзaтьcя, чтo ИМ нeтoчнa (чтo бывaeт чacтo), и мы нe в cocтoянии 

измepить cтeпeнь этoй нeтoчнocти.  

3. Зaчacтую иccлeдoвaтeли oбpaщaютcя к ИМ, нe пpeдcтaвляя тeх тpуднocтeй, c 

кoтopыми oни вcтpeтятcя и coвepшaют пpи этoм pяд oшибoк мeтoдoлoгичecкoгo 

хapaктepa. 

И тeм нe мeнee ИМ являeтcя oдним из нaибoлee шиpoкo иcпoльзуeмых мeтoдoв 

пpи peшeнии зaдaч cинтeзa и aнaлизa cлoжных пpoцeccoв и cиcтeм. 

Oдним из видoв имитaциoннoгo мoдeлиpoвaния являeтcя cтaтиcтичecкoe 

имитaциoннoe мoдeлиpoвaниe, пoзвoляющee вocпpoизвoдить нa ЭВМ 

функциoниpoвaниe cлoжных cлучaйных пpoцeccoв. 

Пpи иccлeдoвaнии cлoжных cиcтeм, пoдвepжeнных cлучaйным вoзмущeниям 

иcпoльзуютcя вepoятнocтныe aнaлитичecкиe мoдeли и вepoятнocтныe 

имитaциoнныe мoдeли. 

В вepoятнocтных aнaлитичecких мoдeлях влияниe cлучaйных фaктopoв 

учитывaeтcя c пoмoщью зaдaния вepoятнocтных хapaктepиcтик cлучaйных 

пpoцeccoв (зaкoны pacпpeдeлeния вepoятнocтeй, cпeктpaльныe плoтнocти или 
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кoppeляциoнныe функции). Пpи этoм пocтpoeниe вepoятнocтных aнaлитичecких 

мoдeлeй пpeдcтaвляeт coбoй cлoжную вычиcлитeльную зaдaчу. Пoэтoму 

вepoятнocтнoe aнaлитичecкoe мoдeлиpoвaниe иcпoльзуют для изучeния 

cpaвнитeльнo пpocтых cиcтeм. 

Отмeчeнo, чтo ввeдeниe cлучaйных вoзмущeний в имитaциoнныe мoдeли нe 

внocит пpинципиaльных уcлoжнeний, пoэтoму иccлeдoвaниe cлoжных cлучaйных 

пpoцeccoв пpoвoдитcя в нacтoящee вpeмя, кaк пpaвилo, нa имитaциoнных мoдeлях. 

В вepoятнocтнoм имитaциoннoм мoдeлиpoвaнии oпepиpуют нe c 

хapaктepиcтикaми cлучaйных пpoцeccoв, a c кoнкpeтными cлучaйными чиcлoвыми 

знaчeниями пapaмeтpoв ПC. Пpи этoм peзультaты, пoлучeнныe пpи вocпpoизвeдeнии 

нa имитaциoннoй мoдeли paccмaтpивaeмoгo пpoцecca, являютcя cлучaйными 

peaлизaциями. Пoэтoму для нaхoждeния oбъeктивных и уcтoйчивых хapaктepиcтик 

пpoцecca тpeбуeтcя eгo мнoгoкpaтнoe вocпpoизвeдeниe, c пocлeдующeй 

cтaтиcтичecкoй oбpaбoткoй пoлучeнных дaнных. Имeннo пoэтoму иccлeдoвaниe 

cлoжных пpoцeccoв и cиcтeм, пoдвepжeнных cлучaйным вoзмущeниям, c пoмoщью 

имитaциoннoгo мoдeлиpoвaния пpинятo нaзывaть cтaтиcтичecким мoдeлиpoвaниeм. 

Cтaтиcтичecкaя мoдeль cлучaйнoгo пpoцecca - этo aлгopитм, c пoмoщью 

кoтopoгo имитиpуют paбoту cлoжнoй cиcтeмы, пoдвepжeннoй cлучaйным 

вoзмущeниям; имитиpуют взaимoдeйcтвиe элeмeнтoв cиcтeмы, нocящих 

вepoятнocтный хapaктep 

После построения  мaтeмaтичecкой мoдeли paccмaтpивaeмoгo oбъeктa, 

пpoцecca или cиcтeмы нacтупaeт втopoй этaп peшeния пpиклaднoй зaдaчи – пoиcк 

или paзpaбoткa мeтoдa peшeния cфopмулиpoвaннoй мaтeмaтичecкoй зaдaчи. Мeтoд 

дoлжeн быть удoбным для eгo peaлизaции нa ЭВМ, oбecпeчивaть нeoбхoдимoe 

кaчecтвo peшeния. 

Вce мeтoды peшeния мaтeмaтичecких зaдaч мoжнo paздeлить нa 2 гpуппы: 

- тoчныe мeтoды peшeния зaдaч;  

- чиcлeнныe мeтoды peшeния зaдaч. 

В тoчных мeтoдaх peшeния мaтeмaтичecких зaдaч oтвeт удaeтcя пoлучить в 

видe фopмул. 

Для бoльшинcтвa зaдaч, вcтpeчaющихcя нa пpaктикe, тoчныe мeтoды peшeния 

или нeизвecтны, или дaют oчeнь гpoмoздкиe фopмулы. Oднaкo, oни нe вceгдa 

являютcя нeoбхoдимыми. Пpиклaдную зaдaчу мoжнo cчитaть пpaктичecки 

peшeннoй, ecли мы cумeeм ee peшить c нужнoй cтeпeнью тoчнocти. 

Для peшeния тaких зaдaч paзpaбoтaны чиcлeнныe мeтoды, в кoтopых peшeниe 

cлoжных мaтeмaтичecких зaдaч cвoдитcя к пocлeдoвaтeльнoму выпoлнeнию 

бoльшoгo чиcлa пpocтых apифмeтичecких oпepaций. Нeпocpeдcтвeннaя paзpaбoткa 

чиcлeнных мeтoдoв oтнocитcя к вычиcлитeльнoй мaтeмaтикe. 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ТЕПЛОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ УСТАНОВОК 

 

Математическая модель теплоэнергетической установки (ТЭУ) представляет 

собой совокупность системы уравнений балансов, уравнений, описывающих 

характеристики оборудования, системы неравенств, определяющих область 

допустимых решений и выражения функции целей. Рассмотрим подробнее данные 

компоненты. 

 

2.1. Система балансовых уравнений в ТЭУ 

 

Система уравнений балансов в ТЭУ устанавливает такое соотношение между 

термодинамическими и расходами и параметрами связей, которое обеспечивает 

получение заданной стационарной нагрузки установки с определенными 

конструктивно – компоновочными характеристиками. 

Уравнения для всей установки и её внешних связей отнесенные к одному и то-

му же промежутку времени имеют вид: 

- уравнение баланса энергии для каждого k-го элемента: 
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
kk NJ
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(2.1) 

 

                                                                                     

- уравнение балансов расходов для каждого l – энергоносителя k-го элемента 

оборудования: 
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(2.2) 

                                                                                                      

- уравнение гидравлического баланса для каждого l – энергоносителя k-го эле-

мента оборудования: 

 

(p’p-p’’)kl=0 (2.3) 

 

 

- уравнение изменения энтальпии каждого l – энергоносителя k-го элемента 

оборудования: 

 

(h’h-h’’)kl=0, (2.4) 
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где k – коэффициент, учитывающий потери энергии связанного потока в окружаю-

щую среду; 

p, h – характеристики изменения давления, энтальпии. Со знаком «-», если имеют 

место процессы расширения, дросселирования, охлаждения, со знаком «+» - процес-

сы сжатия и  нагрева. 

J – общее число связей; 

N – число однопараметрических связей; 

P – мощность;  

G – расход; 

 - удельный вес. 

 

Так, например, для  котельного агрегата необходимо записать 5 уравнений ба-

ланса: 

1) уравнение теплового баланса аппарата,  

2) уравнение материального баланса расхода пара, 

3) уравнение материального баланса продуктов сгорания, 

4) уравнение баланса гидравлического расхода пара, 

5) уравнение баланса аэродинамических напоров по продуктам сгорания. 

В данных уравнениях приравнивание к нулю означает  рассмотрение  стацио-

нарных  режимов работы установки. 

2.2. Описание основных характеристик оборудования 

 

В качестве основных характеристик для ТЭУ можно принять: 

- характеристики изменения давления каждого l – энергоносителя в каждом k-

ом элементе оборудования: 

 

pkl=pkl(zk,zk
K
) (3.5) 

                                                                                              

- характеристики изменения температуры каждого l – энергоносителя в каждом 

k-ом элементе оборудования: 

 

kl=kl(zk,zk
K
) (3.6) 

                                                                                        

- характеристика изменения расхода каждого l – энергоносителя в каждом k-ом 

элементе оборудования: 

 

Gkl=Gkl(zk,zk
K
) (3.7) 

  

- характеристика изменения средней скорости l – потока в каждом k-ом элемен-

те: 

Ukl=Ukl(zk,zk
K
) (3.8) 
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- характеристика наибольшей температуры стенки для каждой q – конструктив-

ной части k-го элемента оборудования, изготовленного из материала m: 

 

tqkm=tqkm(zk,zk
K
) (3.9) 

         

- характеристика абсолютной и относительной толщины стенки каждой q – кон-

структивной части k-го элемента оборудования, изготовленного из материала m: 

 

qkm=qkm(zk,zk
K
) (3.10) 

- характеристика расхода металлов и других материалов для каждой q – конст-

руктивной части в k-ом элементе: 

 

Mqkm=Mqkm(zk,zk
K
) (3.11) 

               

Термодинамические, расходные и конструктивные параметры установки не мо-

гут принимать совершенно произвольные значения, а могут изменяться лишь в пре-

делах технически осуществимых и физически возможных состояний энергоносите-

лей и конструкций.  Вся совокупность таких ограничений представляет собой сис-

тему неравенств в многомерном пространстве. Таким образом, определяется 

допустимая область технических решений при составлении математической модели 

ТЭУ. 

 

2.3. Выражение функций цели 

 

           Для сравнения вариантов целесообразно рассмотреть расчетные затраты. 

В выражения расчетных затрат входят капитальные затраты и эксплуатационные 

затраты: 


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T ИИКЗ
1

])1)([(



  , 

(2.5) 

где К – капиталовложения, 

И – эксплутационные издержки,  

 – эксплутационные издержки, 

 – коэффициент эффективности капиталовложений,  

Инэ – издержки в течение года нормальной эксплуатации. 

 

Непременным условием сопоставления вариантов ТЭУ является их приведение 

к одинаковому энергетическому эффекту. Это означает необходимость 

выравнивания вариантов по полезному отпуску энергоресурсов (ЭЭ)  и по их 

мощности. При  рассмотрении технологических установок необходимо 
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выравнивание их по выходу конечного продукта соответствующего качества. 

Применительно к этим условиям существует два метода выравнивания нагрузок: 

1. Во всех вариантах принимается равным номинальной мощности генераторов. 

Изменение мощности собственных установок и расхода на них отпускаемой ЭЭ, 

приводящее к нарушению неизменной мощности установки и полезного отпуска 

ЭЭ, компенсируется за счет соответствующей замыкающей электростанции. 

2. Для обеспечения равенства отпускаемой мощности и отпуска ЭЭ во всех 

вариантах рассматриваемой ТЭУ допускается возможность варьирования в 

небольших пределах мощности электрогенератора. 

3. Для технологических установок можно предусматривать покрытие 

недостающих объемов или видов продукции со стороны внешних поставщиков, 

включая затраты на их приобретение в целевую функцию. 

 Если раскрыть подробно все составляющие функции затрат, то имеем: 
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где R – число расчетных режимов r; 

Т – полная длительность работы установки; 

 - текущий год; 

G – расход m-го материала в чистом виде на q  узел k-го элемента установки,  

 - коэффициент расхода материала, учитывающий потери при изготовлении, 

транспортировке и монтаже; 

Br, 
в
 – часовой расход топлива и коэффициент потерь; 

Prl – мощность агрегата собственных нужд; 

rl – коэффициент потерь мощности от замещающей электростанции до агрегата 

собственных нужд; 

hr – длительность в часах режимного периода r; 

b
s
tr – удельный расход топлива на замещающей электростанции; 

ц - приведенная стоимость материала с учетом затрат на изготовление, 

транспортировку и т.д.; 

ц
s
 – удельные капиталовложения в замещающую электростанцию; 

З
s
r – удельные затраты на топливо на рассматриваемой и замещающей 

электростанции; 

r, 
s
r – коэффициент отчислений на амортизацию, текущий ремонт, заработанную 

плату и т. д. 
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Первое слагаемое – капиталовложения и эксплутационные затраты по 

различным элементам. Второе слагаемое связано с расходом топлива на установке. 

Третье слагаемое определяет капиталовложения и эксплутационные затраты на 

замещающей электростанции. Четвертое слагаемое – затраты на топливо на 

замещающей электростанции. 

 

 

2.4. Анализ функциональных связей параметров 

 

В геометрической интерпретации полученная математическая модель 

представляет собой нелинейную поверхность стационарных состояний установки в 

многомерном пространстве, координатами которой являются величины 

термодинамических и расходных параметров связей и величины конструктивных 

параметров узлов. Полную совокупность параметров связей установки удобно 

разделить на зависимые и независимые. Подмножество или частичная совокупность 

независимых переменных формируется из полной совокупности параметров связей, 

если число параметров связей превышает число уравнений. Остальные параметры 

связей полностью определяются мат. моделью и относятся к совокупности 

зависимых параметров. Превышение числа параметров над числом уравнений 

означает, что система имеет бесчисленное множество решений. Конкретный 

допустимый состав совокупности независимых Х можно представить с помощью 

специальной матрицы функциональных связей. Единицы в строках этой матрицы 

дают логический признак наличия непосредственной связи переменной с одним или 

несколькими уравнениями модели. 

 

 

 

Таблица 2.1 

Матрица функциональных связей 

№
  
эл

ем
ен

та
 

о
б

о
р
у
д

. 

№
  
у
р
ав

н
ен

и
я
 u

 Признак вхождения  переменной в u уравнение для j связи 

1 2 3 4 … 11 

Признак вхождения  переменной в u уравнение для параметра  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 …. 27 28 29 

1 1 1
0 

  1
0
   1*          

 2  1
0
   1

0
   1*         

 3          1    1*   

 4           1
0
    1*  

 5 1
0
  10 1

0
  10 1  1* 1  1

0
  1  1 

 

где 1
0
 – независимые параметры связи; 
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10 – фиксированные независимые параметры связи; 

1* – зависимые параметры связи; 

1 – однопараметрические связи. 

 

2.5. Математические модели отдельных узлов теплоэнергетических 

 установок 

 

          В математической модели ТЭУ целесообразно рассматривать отдельные узлы 

только в том случае, если решаются вопросы оптимизации этих узлов или отдельно 

взятых участков. В математическую модель узла ТЭУ включаются более подробные 

характеристики по применяемым материалам, по конструктивным особенностям, 

особенностям термодинамических процессов в узле. Для обеспечения сопоставимо-

сти и возможности выбора варианта узла необходимо обеспечение одинакового по-

ложительного эффекта от применения узла в установке.  

Получение оптимального варианта узла еще не гарантирует обеспечение вы-

сокой эффективности работы системы. Так как все элементы ТЭС тесно взаимосвя-

заны между собой по потокам энергоносителей. 

В отличии от математической модели установки математическая модель узлов 

включает ряд новых данных: 

1. технические и технологические характеристики и параметры установки, кото-

рые включают данный узел, 

2. более подробные конструктивно компоновочные признаки узла, на основе ко-

торых можно проводить его тепловой, гидравлический и прочностной анализ, 

3. более подробные характеристики производственных, технологических, район-

ных условий изготовления, транспортировки, монтажа установки, 

4. более подробные характеристики применяемых материалов. 

 

2.6. Оптимальная последовательность расчета тэу 

 

Сложность и трудоемкость расчета ТЭУ и систем связана с наличием множе-

ства расчетных циклов, как в технологической схеме, так и в расчетах отдельных 

элементов оборудования. Существование цикла означает, что параметры на выходе 

из одного элемента является входными параметрами в другом элементе и следова-

тельно они являются неизвестными, при расчете этого элемента. Расчет таких схем 

осуществляется с применением итерационных методов. При этом задается значение 

неизвестного параметра на входе в элемент, осуществляется расчет всей схемы и 

определяется расчетное значение принятого параметра. Процесс итераций продол-

жается до достижения заданной точности.  

       Расчет замкнутой циклической схемы основывается на разрыве обратных связей 

в ней. Такой разрыв делает схему разомкнутой, что позволяет осуществить последо-

вательный расчет всех элементов установки.  
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        Рассмотрим абстрактную технологическую установку рис. 2.1, в составе кото-

рой присутствуют контуры (условная схема технологической установки): 

 

 

 

 

 
                8                          7      
                                             
                     5               4 
    1           2           3           6           9            10           11          12          15             16           
 

 
 

Рис. 2.1.Абстрактная технологическая установка 

 

Расчет данной схемы можно выполнить с  разрывом обратных связей несколькими 

способами: 

1. Разрываем в качестве обратных связей 5,8,14 связь. Это приводит к включе-

нию дополнительных уравнений в рассматриваемую совокупность уравнений 

по всем 12 элементам. 

2. В начале рассчитывается совокупность элементом 1-4 с разрывами 5 и 8 связи, 

затем рассчитывается 7-8 элемент. А на следующем этапе считаем 9-11 эле-

мент с разрывом связи 14. На завершающем этапе рассматриваем 12 элемент. 

Этот способ позволяет понизить размерность систем нелинейных уравнений, 

что ведет к сокращению времени расчета и возможности получения решения. 

3. Третий способ расчета заключается в том, что в полной мере используются 

возможности второго способа (последовательность расчетов), но в качестве 

обратных связей при расчете элементов 1-6 разрываем 3-ю связь. Это позволя-

ет ввести только три уравнения дополнительных в систему 

     Таким образом, правильным выбором разрываемых потоков можно существенно 

понизить размерность системы нелинейных уравнений и часто вместо решения од-

ной системы высокого порядка задачу можно свести к решению нескольких незави-

симых систем уравнений меньших порядков. 

      Имеются две операции, с помощью которых удается понизить размерность ре-

шаемой задачи: 

а) выделение схеме совокупностей элементов охваченных обратными свя-

зями, то есть образующими контур, 

б) выбор внутри каждого контура наилучшей совокупности потоков, раз-

рыв которых превращает в контур в разомкнутую последовательность, 

наилучшей совокупностью можно считать такую совокупность потоков, 

сумма параметров связей в которых минимальна. 

VII 

VI 
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X IX VIII XII 

XII 
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      Предварительный анализ расчетных схем с целью определения оптимальной по-

следовательности расчета целесообразно выполнять с применением графоаналити-

ческого подхода к моделированию и структурному анализу сложных ТЭУ и систем. 

 

 

3. ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЙ ПОДХОД ПРИ МАТЕМАТИЧЕСКОМ 

МОДЕЛИРОВАНИИ ТЭУ И СИСТЕМ 

 

Технологическая сложность ТЭС, многомерность как по числу составных 

элементов, так и по числу выполняемых ими функций, высокая степень 

параметрического взаимодействия элементов обуславливает возникновение при 

решении задач анализа, оптимизации и синтеза ТЭС ряда принципиальных 

трудностей методического и вычислительного характера. 

 Эти трудности можно в значительной степени преодолеть, используя тополо-

гические модели систем. 

 Для решения задач математического моделирования, анализа и оптимизации 

систем используются четыре класса графов: 

1. потоковые; 

2. информационно – потоковые; 

3. сигнальные; 

4. структурные. 

Потоковые графы отображают особенности технологические топологии 

системы и позволяют установить непосредственную связь между изменениями 

технологической топологии и количественными0 характеристиками системы. 

Существует четыре группы потоковых графов: 

- параметрические; 

- материальные; 

- тепловые; 

- эксергетические. 

Параметрические потоковые графы используются для разработки алгоритмов 

оптимизации стратегии расчета систем. 

 Информационно-потоковые графы отображают особенности информационной 

структуры систем уравнений математических моделй. Их две группы: двудольные 

информационные графы и информационные. 

 Сигнальные графы отображают причинно следственные связи между 

переменными и параметрами линейных систем уравнений математических моделей. 

А также используются для решения многомерных систем линейных уравнений, для 

расчета показателей устойчивости, чувствительности и надежности системы. 

 Структурные графы отображают особенности физико-химических 

особенностей процессов и явлений, протекающих в элементах систем. Их две 

группы: 
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- гидравлические, применяемые для решения систем уравнений гидравлических 

процессов, 

- тепловые - для решения систем уравнений тепловых процессов. 

 

3.1. Принципы построения потоковых графов 

 

Порядок составления потоковых графов: 

1. изучается физико-химические основы процесса протекания явлений;  

2. формируется список внешних и внутренних (фиктивных) источников и сто-

ков вещества; 

3. составляется список  физических и фиктивных потоков вещества и теплоты. 

Далее строится графическое отображение графа. 

Пример: для технологической схемы (рис. 3.1)  построить параметрический по-

токовый граф (ППГ); материальный потоковый граф общий (МПГО); материальный 

потоковый граф по компонентам (МПГК); тепловой потоковый граф (ТПГ). 
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Рис. 3.1. Технологическая схема получения продукта 

 

На данной операторной схеме представлен процесс получения некоторого 

продукта Е из исходных компонентов А и В, процесс протекает с выделением тепла 

ΔН: А + В = Е + ΔН 

I – теплообменник смешения; 

II – реактор (камера получения вещества); 

III – аппарат диффузорного разделения; 

IV – теплообменник для охлаждения. 

В химическую реакцию вступают вещества А и В, причем компонент А подает-

ся на вход I  в избытке по сравнению со стехиометрическим соотношением, поэтому 

в аппарате диффузного разделения происходит разделение на компонент Е (поток 

L4) и избыток компонента А (поток L5). 

Материальный потоковый граф МПГ может быть построен с учетом всех ком-

понентов системы, а также для отдельно взятых компонентов. 
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На потоковый граф наносится все потоки представленные на схеме,  отобража-

ются внешние потоки, потом нумеруются переходы 
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Рис. 3.2. Параметрический потоковый граф 
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Рис. 3.3. Материальный потоковый граф 

 

 

 

Для А: 

 



Направление подготовки 13.04.01 «Теплоэнергетика и теплотехника» 

Магистерская программа «Энергообеспечение предприятий. 

Тепломассообменные процессы и установки» 

Методическое обеспечение РПД  Б1.В.ДВ.02.01 «Моделирование систем 

теплоэнергоснабжения» 

 

 

24 
 

U
a

I IIIII

C
a

m
a4

m
2a

m
a1 m

a3

m
a5

 
 

Для В: 

 

U
B

I II C
B

m
b2

m
b1 m

b3

 
 

 

Для Е: 

 

U
E

II C
E

m
E2 m

E1

 
Рис. 3.4. Материальные потоковые графы по компонентам 

 

На тепловом потоковом графе ТПГ отображаются только те вершины,  где про-

исходит изменение количества теплоты. Должны также отображаться скрытые 

(фиктивные) источники теплоты. 
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Рис. 3.5. Тепловой потоковый граф 

 

Каждой дуге материального или теплового потокового графа соответствует оп-

ределенный вес, который равен величине расхода вещества или теплоты. 

Назовем W(e) – потоком вещества по дуге данного графа. Тогда для каждой ду-

ги к-ой вершины графа МПТ или ТПГ можно записать уравнение по дугам графа  

инцидентным данной вершине: 
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- входящие потоки,  eW j

kn

j



1

- выходящие потоки. 

Совокупность уравнений вершин для потока по дугам графа, которые состав-

ляются для всех вершин, образуют систему уравнений вершин для данного графа: 

[S*]*[W*]=0. 

[S*] – матрица инциденций, [W*] – вектор столбец потоков по дугам графа. Та-

ким образом, матричные уравнения вершин представляют собой матричные уравне-

ния материальных и тепловых балансов. 

 

3.2. Особенности построения информационных графов 

 

Вершины информационных графов соответствуют уравнениям математической 

модели,  а так же источникам и приемникам информации. Ветви информационного 

графа отображают информационные потоки, которые соответствуют информацион-

ным переменным системы переменных. 
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3.3. Сигнальные графы и эквивалентные преобразования 

сигнальных графов 

 

Сигнальные графы – взвешенные орграфы, соответствующие линейным систе-

мам уравнений математической модели и отражающие причинно-следственные свя-

зи в системе между информационными переменными.  

Вершины сигнального графа соответствуют информационным переменным или 

сигналам. 

Каждая ветвь сигнального графа имеет вес, равный коэффициенту, характери-

зующему информационно параметрическую связь между сигналами. Направление 

ветвей идет от сигнала источника к сигналу приемника. В сигнальных графах могут 

присутствовать: 

вершины источники, вершины стоки, смешанные вершины. 

Решение сигнального графа процедура определения значений эквивалентных 

коэффициентам передач между вершиной источника и зависимой вершиной. Реше-

ние сигнальных графов может быть упрощено благодаря возможности преобразова-

ния сигнальных графов. 

Эквивалентные преобразования графов: 

1. Передача последовательных ветвей равна произведению передач этих ветвей 

х2=а*х1 

х3=в*х2 => х3=а*в*х1 
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Рис.3.6. Пример передачи последовательных ветвей 

 

2. Передача параллельных ветвей: равна сумме передач этих элементов 

х2=х1*а+х1*в = х1*(а+в) 
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Рис. 3.7. Пример передачи параллельных ветвей 

 

3. Устранение простой вершины, которая не входит не в контур не в петлю 

 х4=а*х1 

 х2=в*х4=а*в*х1 

 х3=с*х4=а*в*х1 
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Рис. 3.8. Пример устранения простой вершины 

 

4. Исключение петли или контура 

х2=а*х1+Т*х2 отсюда выражаем х2= 1*
1

х
Т

а


 

х3=в*х2  
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Рис. 3.9. Пример устранения петли 

 

Для исключения петли, передача ветвей входящих в вершину при которой су-

ществует петля уменьшают в (1-Т) раз. 

Для устранения контура необходимо устранить любую из этих вершин, превра-

тив его в петлю, а затем устранить петлю. 
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Рис. 3.10. Пример устранения контура 

 

 

4. ИНВЕРТИРОВАНИЕ ПРЯМОГО ПУТИ ИЛИ КОНТУРА 
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 Прямым путем – называют элементарный путь соединяющий вершину исток с 

вершиной стока. Для перехода от исходного сигнального графа к инвертированно-

му, необходимо выполнить следующие операции: 

1. изменить направление всех ветвей прямого или контуров на противополож-

ные; 

2. изменить передачи всех ветвей от нового истока к новому стоку на обратный; 

3. перенести корец пути, касающийся инвертированного пути в новую верши-

ну, оставив начало этой ветви в старой вершине; 

4. коэффициенты передачи инвертированного пути является обратной величи-

ной коэффициента передачи исходного прямого пути. 

 

Пример: инвертирование вершины х1: 
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Рис. 4.1. Инвертирование вершины х1 

 

При построении сигнальных графов пользуются следующими правилами: 

1. сигналы передаются вдоль ветвей,  только в направлении их ориентации; 

2. сигнал, проходящий вдоль какой – либо ветви умножается на коэффициент 

передачи этой ветви; 

3. сигнал изображаемой какой – либо  зависимой вершиной является сигналь-

ной суммой всех входящих в него сигналов; 

4. величина от зависимой вершины передается по всем ветвям исходящим из 

данной вершины. 

Различают нормализированные и ненормализированные сигнальные графы. 

Нормализированные сигнальные графы отвечают структуре нормализированной 

структуре уравнений, т.е.  это система разрешенная относительно неизвестных па-

раметров 

Исходная система уравнений может быть нормализована в виде: 

 



Направление подготовки 13.04.01 «Теплоэнергетика и теплотехника» 

Магистерская программа «Энергообеспечение предприятий. 

Тепломассообменные процессы и установки» 

Методическое обеспечение РПД  Б1.В.ДВ.02.01 «Моделирование систем 

теплоэнергоснабжения» 

 

 

29 
 

x1 b1 0

a21 x1 x2 a23 x3 a24 x4 0

a32 x2 x3 0

a41 x1 a43 x3 a44 x4 0
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Рис. 4.2. Пример решения системы уравнений 

 

Таким образом,  на данном сигнальном графе показана вся последовательность 

решения системы уравнений. 

 

Структурные потоковые графы отражают идеальные физические и причинно-

следственные взаимосвязи некоторых простых или простых физических компонен-

тов, совокупность которых характеризует особенности протекания гидромеханиче-

ских, тепловых или механических процессов как в элементах, так и в системе в це-

лом. При чем идеальных физических компонентов могут выделены условно, как со-

вокупность нескольких компонентов (путем объединения нескольких элементов для 

выполнения определенных функций). В качестве идеальных физических компонен-

тов в системе могут быть использованы: 

1. компоненты создающие потенциальную или кинетическую энергию (компо-

ненты источники, например: компрессоры, насосы, различные нагреватели); 

2. компоненты рассеивающие энергию, т.е. резистивные; 

3. компоненты обладающие способностью накапливать вещество или энергию 

системы – емкостные компоненты (баки – аккумуляторы и т.д.); 
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4. компоненты характеризующие инерционный эффект массы в потоке вещест-

ва, так называемые индуктивные элементы. 

 

Каждый физический компонент имеет некоторый параметр, а его функциони-

рование определяется некоторыми сигналами или информационными переменными. 

Каждой простой информационной физической компоненте соответствует некоторая 

ветвь сигнального графа. В результате рассмотрения сигнального графа можно по-

лучить уравнение сохранения энергии и рассмотреть различные процессы с точки 

зрения сохранения энергии. 

 

 

5. МАТРИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРАФОВ  И АЛГОРИТМЫ 

СТРУКТУРНОГО АНАЛИЗА 

 

5.1. Основные  характеристики графов 

 

Граф G(Х, Г) задан, если заданно непустое множество Х={x1, x2, x3, … xn} и 

многозначное отображение Г множества Х. Элементы множества Х изображаются 

точками и называются вершинами графа, а отображение Г – отрезками, 

соединяющими элементы Х с элементами Г и называются ребрами U или дугами 

графов U (рис.5.1,а). Нуль-граф – граф, состоящий из изолированных вершин, не 

соединенных дугами (рис.5.1,б). 

  

 

 

 

  а)                                                        б)         

 

 

 

Рис. 5.1  Графическое представление графа: а - Граф G(Х, Г),  б – нуль-граф. 

 

Неориентированный граф содержит только ребра. Ориентированный граф 

только дуги. Смешанный граф содержит ребра и дуги. Две вершины графа – 

смежные, если они определяют ребро или дугу графа. Две различные дуги 

называются смежными, если они имеют общую вершину. Каждой не изолированной 

вершине принадлежит одно или несколько ребер или дуг, которые называют 

инцидентными. 

 В направленных графах выделяют следующие типовые фигуры, 

образующиеся совокупностью их дуг: 
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1. Путь – последовательность дуг между любой парой вершин, в которой конец 

одной дуги является началом другой. 

2. Контур – замкнутый путь, в котором начальная и конечная вершины 

совпадают. 

3. Петля – элементарный контур единичной длины. 

В неориентированном графе выделяют типовые фигуры: 

1. Цепь – непрерывная последовательность ребер между любой 

последовательностью вершин (простая цепь – все ребра различны, составная – есть 

повторяющиеся ребра). 

2. Цикл – замкнутая цепь, в которой начальная и конечная вершины совпадают, 

также может быть простой и составной. 

Взвешенный граф – ребрам, дугам или вершинам приписаны определенные 

веса в виде числовых значений или коэффициентов. 

Связный граф – для каждой пары вершин существует соединяющая их цепь. 

Несвязный граф состоит из нескольких отдельных связных графов. 

Дерево – связный граф, в котором любая пара его вершин соединена только 

одной цепью. 

Полный граф – любая пара его вершин соединена ребром. 

Мультиграф – некоторые пары его вершин могут быть соединены более чем 

одним ребром. 

Среди вершин  ориентированного графа выделяют вершины – источники, 

вершины – истоки, и смешанные вершины. 

К основным числовым характеристикам графа относятся: 

 – число вершин, 

е – число ребер или дуг, 

R(G) – ранг графа, 

(G) – цикломатическое число, 

(G) – число вершин связности, 

(G) – число реберной связности, 

R(G)=  - к, 

к – число связных компонентов несвязного графа r на единицу меньше, 

Цикломатическое число (G) равно минимальному числу ребер, удаление 

которых приведет к образованию несвязного графа или тривиального графа, 

состоящего из одной вершины. 

 

5.2. Матричное представление графа 

 

Любой граф можно представить в виде матрицы. При рассмотрении 

графоаналитического подхода на этапах математического моделирования и 

структурного анализа используют следующие виды матриц: 

- матрица ветвей [L]; 
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- матрица смежности [S]; 

- матрица инцидентности [Н]; 

- матрица циклов [M]; 

- матрица изоморфности [D]; 

- матрица достижимости [R] и контур достижимости [Q]; 

- матица пересечений [W]; 

- матрица контуров на дугах [C]; 

- матрица контуров на вершинах [Z]; 

- матрицы касаний контуров[F] и путей [E]. 

 

Каждая из матриц характеризует определенные свойства графа. Матричное 

представление графа позволяет отобразить структурные особенности графа. 

Матрицы можно использовать при составлении и решении различных систем 

уравнений, определении оптимальных вариантов расчета сложных технологических 

систем. 

Пусть дан граф G(V,E), состоящий из числа вершин =|V| и числа дуг e=|E|. 

Рассмотрим структуру данных матриц и особенности их формирования. 

1. Матрица ветвей [L] – матрица порядка (2 х е) с элементами: 

  l1j – равно номеру n-ой вершины, из которой выходит j-ая дуга. 

  l2j – равно номеру m-ой вершины, в которую входит j-ая дуга. 

2. Матрица смежности [S] – матрица порядка ( x ), строки и столбцы которой 

соответствуют вершинам графа. 1 ставится, если i – вершина связана дугой с j – 

вершиной. 

 

      1 – если i – вершина связана дугой с j – вершиной; 

sij =     

             0 – если i – вершина не связана дугой с j – вершиной. 

 

Если в матрице диагональный элемент равен единице, то возле этой вершины 

есть петля. Матрица [S] является квадратной, полностью отражает структуру графа 

и является исходной для структурного анализа 

3. Матрица инцидентности [H] - размерность матрицы ( х l) 

 

                -1 – если j - дуга выходит из i – вершины; 

hij =          1 – если j - дуга входит в i – вершину; 

0 – если j – не соединена с i – вершиной. 

 

4. Матрица циклов [M] – размерность матрицы (l x ), где строки 

соответствуют дугам, а столбцы элементарным циклам графа. 

                  0 – если j - дуга не входит в i –цикл; 
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mij  =     1 – если j - дуга входит в i –цикл и её ориентация совпадает с ори 

ентацией цикла; 

                 -1 – если j - дуга входит в i –цикл, но её ориентация противоположна 

ориентации цикла. 

 

Ориентация цикла принимается произвольно. 

 

5. Матрица  изоморфности (матрица процессов) [D]  - размерность матрицы (n x 

m), где n – число вершин графа, m – максимальное из суммарного числа входящих и 

выходящих дуг, инцидентных i-ой вершине. 

В i-строку матрицы [D] со знаком “+” вписывается номера дуг, входящих в i-

вершину и со знаком “-”, выходящих из  i-вершины. 

Эта матрица отражает полную структуру графа, является исходной для струк-

турного анализа, но используется только в алгоритмах анализа и не используется в 

матричных преобразованиях. Матрица [D] является более компактной и более уни-

версальной в плане структурного анализа. 

6. Матрица достижимости [R] и контр-достижимости [Q] - матрицы порядка ( 

x ), строки и столбцы которых соответствуют вершинам графа. 

Элементы матрицы достижимости  rij равны: 

 

      rij  =      1 – если в графе существует по крайней мере один путь между xi и xj. 

                  0 – в противном случае. 

 

То есть, данная матрица показывает из какой вершины какие другие вершины 

можно достигнуть. 

При построении матрицы контр-достижимости отражаются структурные дан-

ные соответствующие обратной информации. Т.е. qij=1, если существует обратный 

путь от j к i-ой вершине. 

 

 7. Матица пересечений [W] –  матрица порядка ( x ), строки и столбцы 

которой соответствуют вершинам графа. 

Элементы матрицы wij равны: 

 

  wij   =      1 – если одновременно существует путь от i к j-вершине и наоборот; 

                 0 – в противном случае. 

 

Элементы главной диагонали равны единицам. 

 

8. Матрица контуров на дугах [C] -  число строк равно числу контуров, число 

столбцов равно числу дуг. 

Элементы матрицы сij равны: 
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cij  =        1 – если j-дуга принадлежит i-контуру. 

               0 – в противном случае. 

 

9. Матрица контуров на вершинах [Z] - Число строк равно числу контуров. 

Число столбцов равно числу вершин. Элементы матрицы сij равны: 

 

zij  =        1 – если j-вершина принадлежит i-контуру. 

     0 – в противном случае. 

 

10. Матрицы касаний контуров и путей. 

Контуры являются касающимися, если они содержат хотя бы одну общую вер-

шину или дугу. Могут быть комбинации касающихся контуров по 2, 3, 4. в матрице 

касающихся контуров по 2 обозначают: [F]2 строки и столбцы являются номера кон-

туров исходного графа. Если i-й контур имеет общую вершину с j-м контуром, то 

они являются касающимися и элемент матрицы равен 1, иначе 0. считается что кон-

тур касается сам себя, следовательно, элементы главной диагонали  равны 1. одним 

из главных свойств этой матрицы является симметричность относительно главной 

диагонали, благодаря этому в структурном анализе можно использовать только 

верхний или нижний треугольник.   

Матрица [E] - матрица касаний путей  с контурами. Размерность -  число строк 

равно числу путей, число столбцов равно числу контуров. 

Элемент этой матрицы eij равен 1 если i-й путь имеет хотя бы одну общую вер-

шину с j-м контуром. Иначе eij равен 0. 

 

5.3. Алгоритмы структурного анализа 

5.3.1. Алгоритмы идентификации контуров и путей графа 

 

Рассмотрим алгоритмы идентификации контуров с применением различных 

матриц. 

 

1. Идентификация контуров с помощью матрицы смежности. 

В этом алгоритме матрица смежности умножается сама на себя n раз и после 

каждого умножения анализируется содержимое главной диагонали. Если  на глав-

ной диагонали получено 2 и более единиц, то, следовательно, определен контур на 

этих вершинах. Перемножение продолжается пока n не станет равно размерности 

матрицы или на главной диагонали все элементы будут равны 1.                                          

Данный метод достаточно простой, быстро реализуемый, понятный, но он яв-

ляется эффективным только тогда, когда контуры в графе имею разные ранги. Если 

граф содержит контуры одинаковых рангов, то идентифицировать эти контуры не 

представляется возможным. Таким образом, использование данного метода требует 
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предварительного анализа структуры графа на предмет выявления таких контуров и 

определения рангов контуров. 

 

2. Идентификация контуров с помощью матрицы пересечений. 

Данный алгоритм предусматривает построение матрицы пересечений [W] и 

анализ данных. Для построения матрицы [W] можно воспользоваться матричным 

соотношением: 

                          [W]=[R] [Q]=[R]  [R]
T  

, 

где символ  - означает прямое булево умножение, когда элементы матриц умно-

жаются друг на друга соответственно. 

Анализ данных матрицы [W] позволяет сделать следующие заключения: для 

рис. 5 по матрице [W]  определяются 2 контура, причем одинакового ранга, для гра-

фа рис.4 определить контуры по матрице [W] не представляется возможным, так как 

представленные контуры соприкасаются. Таким образом данный метод также  не 

универсален и требует предварительного анализа структуры графа. 

 

3. Идентификация контуров построением прадерева с корнем.  

Данный метод является одним из универсальных алгоритмов, так как не требу-

ется предварительного структурного анализа. Для этого алгоритма требуется моди-

фицированная матрица смежности, которая получается из исходной матрицы смеж-

ности путем замещения единиц кодовыми номерами дуг. 

Алгоритм можно представить в виде последовательности следующих операций: 

1.   последовательный просмотр элементов матрицы по строкам до встречи с ее 

элементом sij  0; 

2.  переход к j-ой строке матрицы указанной ее элементом не равном 0; 

3.  передача номеров строк и столбцов и значения sij в специальный блок циф-

ровой последовательности, где все числа сравниваются между собой; 

4.  повторение п.1-3 до тех пор пока: 

a) в последовательности N повторно появится элемент sij 0, то есть будет 

идентифицирован контур; после этого в соответствующую строку матрицы [С] за-

писываются номера дуг входящие в контур; 

b) в последовательности N появится номер строки матрицы [S] не имею-

щей выходных связей с другими вершинами графа; 

5.   возврат к строке последовательности содержащей элемент предшествую-

щий элементу sij 0; 

6.   повторение пунктов 1-5 до тех пор пока не вернемся к первому элементу 

отличному от 0 обнаруженному в п.1; 

7.   переход к элементу, если: 

a)   sij+1 0 – то повторить пункты 1-7;4 

b)  sij+1=0 – то перейти  к элементу sij+2; 

8.  повторить пункты 1-7 пока j не станет равным n – число столбцов;  
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9.  переход к строке матрицы с номером v, следующим первым после номеров 

строк зафиксированных в блоке цифровой последовательности; 

10. если строка с номером v не обнаружена, то поиск прекращается. В против-

ном случае повторяется пункты 1-9, где sij в п. 1 заменяется вновь обнаруженным 

элементом svj. 

 

Замечания: 

1. так как, данный алгоритм обладает свойством избыточности, то есть одни и 

те же контуры определены несколько раз, то перед записью информации в матрице 

[С], то необходимо проверят , нет ли в матрице [С] данного контура; 

2. для того чтобы исключить избыточность можно наложить условие: при со-

ставлении блока цифровой последовательности не подниматься не строку выше той 

в которой распложен исходный элемент. 

Для устранения избыточности при определении контуров можно воспользо-

ваться модифицированными алгоритмами: 

-  можно ввести специальные метки с помощью которых контролировать те ду-

ги, на которые уже идентифицировали контуры, но при большой размерности зада-

чи, число меток увеличивается и задача усложняется; 

- в процессе поиска контуров в матрицу контуров вписывать лишь  контуры со-

держащие лишь первую вершину графа, все прочие контуры игнорируются до тех 

пор пока не будут идентифицированы все контуры содержащие первую вершину. 

После этого в матрице [S]* исключается  первая строка и первый столбец и даль-

нейшему анализу уже подвергается сокращенная матрица [S]*.  

 

4. Идентификация контуров с помощью матрицы изоморфности [D]. 

Для повышения эффективности, целесообразно перед поиском удалить кодовые 

номера тех вершин графа, которые не могу образовывать контур. 

 

Алгоритм можно представить в виде последовательности следующих операций: 

1.  провести построчный просмотр элементов матрицы [D]  до встречи в столб-

це элемента dij<0  и последовательно j=j* зафиксировать номер строки и значение 

dij*; 

2.  выполнить для к- ой строки содержащей элемент dij=| dij *| до тех пор пока в 

фиксированной последовательности чисел появится положительное число q – кон-

тур идентифицирован, если этого не произойдет, то выполнить пункт 4 при b=q; 

3.  выписать отрицательные элементы последовательности N, заключенные ме-

жду повторно встречающимися номерами q. Это дуги идентифицированного графа; 

4.  вернуться к строке i=l, где l первый положительное число, которое предше-

ствует числу q в последовательности чисел N; 

5. выполнить пункты 1-4 начиная просмотр  i- ой строки матрицы с элемента dij 

до тех пор пока i>m, j=j*+1 m – число столбцов матрицы; 
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если I < m, повторить пункт 4 при  q=l до тех пор пока номер i-ой строки не 

станет равным номеру первого члена последовательности; 

6.  процесс можно закончить при j>m, в строке матрицы номер, которой соот-

ветствует номеру первого члена числовой последовательности. 

 

5.3.2.Исследование контуров и путей на касание 

 

Исследование контуров и путей на касания производится на основе матриц [L] 

– пути, контуров – [Z] и матрицы инциденций [H]. 

Матрица [E] – матрица касаний путей с контурами можно получить с примене-

нием матричной алгебры из соотношения:  

                                                        [E]=[L]*[Z]
T
.  

Элементы матрицы [E]  равные 0 указывают на отсутствие общих вершин с i-ой 

строкой матрицы путей с вершинами j-ой строки матрицы контуров. 

Матрица касаний контуров по два [F]2 также может быть определена в соответ-

ствии с формулой: 

                                                         [F]2 = [Z]*[Z]
T
.  

Для преобразования матрицы контуров и матрицы путей на вершинах, необхо-

димо в начале получить матрицу путей на дугах, а затем выполнить следующие пре-

образования: 

                                                         [Z]=[C]*[Hc]
T
 , 

                                                         [L]=[P]*[Hc]
T
, 

где [Hc] – стоковая матрица инциденций, состоящая из элементов Hij=-1.  

                                                         [H]=[Hu] + [Hc] 

[Hu] – истоковая матрица, все элементы равны 1. для удобства анализа, Нс запи-

сывается без учета знака элементов. 

Для определения матрицы касаний контуров по 3 необходимо использовать 

матрицу [F]2. находим в матрице [F]2 элементы равные 0. пример: пусть это элемент 

будет fbd тогда складываем d-ую и b-ую строки матрицы [F]2 и результат записываем 

в матрицу [F]3  матрица касаний контуров по 4 строится с использованием инфор-

мации матрицы [F]3, так же определяем нулевой элемент и складываем строки и т.д. 

В результате этих сложений матрица все больше заполняется единицами и в 

пределе все элементы станут равными 1. 

 

5.3.3.Нахождение сильных компонент и построение конденсации графа 

  

Сильная компонента (СК) графа определяется как ее максимально сильно связ-

ный подграф. Исходный граф может содержать несколько сильных компонент, но 

каждая вершина может принадлежать только одной СК графа. 

Способы нахождения СК: 



Направление подготовки 13.04.01 «Теплоэнергетика и теплотехника» 

Магистерская программа «Энергообеспечение предприятий. 

Тепломассообменные процессы и установки» 

Методическое обеспечение РПД  Б1.В.ДВ.02.01 «Моделирование систем 

теплоэнергоснабжения» 

 

 

38 
 

1. Использование матрицы пересечений. Матрица  [W]=[R][R]
T
 может быть 

получена данным способом. При этом анализируется  содержимое матрицы [W], на-

ходят строки и столбцы с одинаковым расположением 1. Единица  в таком блоке 

указывает на номер вершин, инцидентных  выделенной СК.  Проще матрица [V] 

строится путем исключения  из матрицы [W] одинаковых строк. 

2.   Использование матрицы контуров. При этом используется матрица конту-

ров [Z] на вершинах на основе этой матрицы строится матрица касаний [F]2 и анали-

зируется ее информация.  

        Конденсацией графа называют граф, вершинами которого соответствуют 

СК исходного графа, а множество его дуг есть подмножества дуг графа связываю-

щих вершины. (т.е. связывающего СК). Конденсация графа – граф, в котором отсут-

ствуют контуры. 

Исходной информацией для построения графа является матрица СК и матрица 

смежности. 

Матрица СК определяет множество вершин конденсаций, а матрица смежности 

устанавливает связь между ними 

Для построения конденсации целесообразно построить промежуточную матри-

цу [Y] в соответствии с рекомендациями: просматривая первую строку матрицы СК 

[V] находят номера столбцов в которых стоят 1 и суммируют соответствующие 

строки матрицы смежности, в  результате получается первая строка матрицы [Y] и 

т.д. 

С помощью  матрицы [Y]  и матрицы СК строим матрицу конденсации [Sy]  

(матрица квадратная, число строк и столбцов равно числу сильных компонент) в со-

ответствии с алгоритмом: просматриваем  i- ую строку матрицу [Y] до встречи ее с 

элементом уij = 1 далее переходим к i-ой строке матрицы [V] и находим ее j-й эле-

мент: если vij =1, то следует продолжить просмотр i-ой строки матрицы [Y] или пе-

рейти к следующей строке. Если окажется, что vij=0 то в j-ом столбце  матрицы [V] 

нужно отыскать элемент vkj = 1 и к-ые номера i-ой строки матрицы [Sy] заполнить 

единицами, в результате получим  матрицу [Sy]. 

 

5.3.4. Декомпозиция многосвязных систем на подсистемы 

 

Под задачей декомпозиции многосвязных систем будем понимать выделение из 

исходной системы взаимодостижимых подмножеств параметров, установление свя-

зи и выявления их соподчиненности. Практически эта задача совпадает с задачей 

построения конденсации графа. 

Алгоритм декомпозиции: 

1. построить матрицу смежности многосвязной системы [S]; 

2. сложить матрицу [S] с единичной матрицей;  

3. присвоить матрице [R] значение матрицы [S]; 

4. последовательно возводить матрицу [S] в степень; 
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5. сравнивать матрицы [R] и [S]
j
 , если они отличны друг от друга то присвоить 

матрице [R] значение матрицы [S]
j
 и возвратиться к п.4, если они равны то матрица 

[R] найдена и необходимо ее транспонировать; 

6. вычислить матрицу [W]; 

7. матрицу пересечений [W] перестроить в матрицу СК путем вычеркивания 

одинаковых строк. Если окажется что матрица [V] содержит только 1 строку, то ре-

шений нет и система не является многосвязной; 

8. с помощью матрицы СК – [V] и матрицы смежности [S] строится матрица 

[Y]; 

9. с помощью матриц [Y] и [V] строится матрица конденсаций [Sy] и граф кон-

денсаций. 

 

 

 

Примечание: теоретические материалы по темам лекционных занятий подроб-

но изложены в рекомендованной литературе, указанной в рабочей программе дис-

циплины. Список экзаменационных вопросов представлен в рабочей программе 

дисциплины. 

 


